CAPITOLUL 1

OSCILATII SI
UNDE MECANICE

»ount convins ¢d, daca vreun om de stiinta din orice domeniu si-a adjudecat binemeritata
recunoastere a colectivitatii umane, acest lucru I-a realizat in mare masura aplicand direct
binefacerile fizicii ca legitati, ca metodologie, ca instrumentar de lucru.”

Alfred Kastler — premiul Nobel, 1966
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U 1.1. OSCILATORUL MECANIC

1.1.1. Fenomene periodice. Procese oscilatorii in natura

si in tehnica

- ]
Pozitia de echilibru
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® Analiza calitativa de tip cauza-efect
a unor oscilatii mecanice

Sistemele scoase din pozitia de echilibru
de forte exterioare executd miscari 0sci-
latorii fata de pozitia de echilibru, atunci
cand sunt ldsate libere, sub actiunea:
a) fortei elastice din resort;

b) componentei tangentiale a greutatii.

Oscilatia este fenomenul fizic in decursul caruia o marime
fizica variaza periodic.

Aproape la tot pasul, intdlnim fenomene care se repeta
ciclic: vibratiile unei lame sau corzi de instrument muzical,
miscarea unui balansoar sau a unui pendul, oscilatiile plantelor
sau crengilor pomilor, vibratiile geamurilor sau ale boxelor
audio, miscarile pistoanelor motoarelor sau ale coloanelor de
apa, miscarea corpurilor care plutesc in apa cu valuri (vezi
(1D). Oscilatiile atomilor din corpurile cu structura cristalina
sau deplasarile electronilor din circuitele de curent alternativ
evolueaza periodic intre doua stari extreme in care se schimba
sensul miscarii.

Sistemul care efectueaza o miscare oscilatorie este numit
oscilator. Miscarea oscilatorului (sistemului oscilant) se reia
din pozitia initiala dupa o perioada. Sistemele scoase din
pozitia de echilibru de forte exterioare tind sa revina, atunci
cand sunt lasate libere, in pozitia de echilibru, dupa ce executa
miscari oscilatorii numite oscilatii. Distanta oscilatorului
(notata cu x sauy) fata de pozitia de echilibru, la un moment
dat, este numita elongatie (vezi[2]). La oscilatoarele elastice,
cum ar fi lama elastica sau resortul elastic, forta de revenire
este de natura elastica.

Din punct de vedere energetic, in miscarea oscilatorie se
transforma periodic o forma de energie in alta forma de
energie, in mod reversibil (in cazul ideal, cand energia totala
se conserva) sau numai partial reversibil (in cazul real, cand
intervin pierderi energetice). in cazul oscilatiilor mecanice ale
unui corp fata de o pozitie de echilibru, energia cinetica se
transforma periodic in energie potentiala si invers. Analog se
pot explica si alte procese oscilatorii din natura si din tehnica.

Amplitudinea A este departarea maxima fata de pozitia
de echilibru. Micsorarea amplitudinii in timp, numita
amortizare, se produce datorita pierderilor de energie prin
frecare. Daca oscilatorul este fortat sa oscileze sub actiunea
unor forte exterioare periodice, amplitudinea poate fi
modificata sau mentinuta constanta. Pentru modelul de
oscilator nedisipativ, miscarea oscilatorie este neamortizata.
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1.1.2. Marimi caracteristice miscarii oscilatorii

e Perioada T a unei oscilatii reprezinta intervalul de timp
dupa care oscilatorul trece din nou printr-un punct, miscandu-se
in acelasi sens; [T]s; = s.

Daca notam cu f (f) marimea fizica a unei oscilatii si cu T
perioada oscilatiei, atunci f (+7T)=f (), adica marimea fizica
are aceeasi valoare la momentele tsi ¢ + T (vezi[3]).

¢ Frecventa v este raportul dintre numarul n de oscilatii
efectuate si timpul # in care se efectueaza: v = m_ 1—;

t T
[Vls, = s! = Hz (Hertz).

¢ Elongatia y masoara distanta momentana a centrului
de masa al oscilatorului fata de pozitia de echilibru static.
Valoarea maxima y,,., a elongatiei intr-o oscilatie reprezinta
amplitudinea A a oscilatiilor; [y]lg; = [A]ls; = m.

Sa proiectam miscarea circulara uniforma a unei bile pe
un plan perpendicular pe planul cercului de raza R (vezi[4]).
Sa consideram ca mobilul (bila) pleaca dintr-un punct M,,
care este defazat cu un unghi ¢, fata de axa aleasa (vezi[5]).
Proiectia vectorului de pozitie, de modul A = R, cand mobilul
este In pozitiile M, caracterizate de unghiul fazei, o=t + @y,
descrie pe axa Oy miscarea oscilatorie de ecuatie y = R sin ¢,
adica:

y = Asin(ot + ¢g),

unde y,,q = A, ® =21V = 27/T reprezinta pulsatia, T — peri-
oada, iar v = 1/T = o/2n — frecventa miscarii.

. e s s . . A
¢ Viteza de oscilatie este definita prin relatia: v :Ey

unde At — 0. Viteza de oscilatie se poate obtine prin proiectia
vectorului viteza U,, pe axa Oy. Obtinem: v = v);Ccosg;

v = oA cos(of + ¢g),
unde U5 = ®R = 0A.

e Acceleratia de oscilatie este definita prin relatia:

Av . - . .
a= A unde Af—0. Acceleratia de oscilatie se obtine prin

proiectia vectorului acceleratie centripeta d, pe axa Oy:
-a = ay sing;
a = -o?A sin(ot + @),

unde a,,, = O*R = o?A.

Amplitudinea vibratiei
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Faza miscarii oscilatorii este argu-
mentul functiei trigonometrice:

o =of + @g.
Dacd la momentul initial, £y = 0, osci-
latorul nu a fostin pozitia de echilibru,
atunci faza initiald este g (diferitd de
0 sau =), yp= Asin (¢g) = 0.



http://www.pdfcomplete.com/cms/hppl/tabid/108/Default.aspx?r=q8b3uige22

Capitolul 1

an

\
=0n’A
o cosmt
| T

—m?Asinot

Vi

0 1
|ty P

i)A=O 1%,
1 x -

Oscilatiile armonice sunt oscilatii care se desfasoara sub
actiunea unei forte rezultante de tip elastic

F=-Ry,

unde y — elongatia, K — constanta de elasticitate. Acceleratia de
oscilatie este proportionala cu elongatia, dar de sens contrar in
orice miscare oscilatorie liniar armonica. Marimile caracteristice
se pot exprima prin functii trigonometrice (sinus, cosinus).

Pendulul elastic este un model idealizat pentru sistemele
oscilante. Este format dintr-un resort elastic cu masa neglijabila,
de care este legat un corp cu masam. Forta elastica F= —ky este
proportionala cu elongatia, daca nu se ajunge la limita de
elasticitate a resortului (vez[6]). Fortele de frecare sunt neglijabile
cand corpul are dimensiuni mici si pendulul oscileaza in aer. Un
sistern fizic izolat, care este pus in oscilatie printr-un impuls,
efectueaza oscilatii libere, cu o frecventa proprie.

Tipuri de oscilatii:

¢ oscilatii mecanice (energia cinetica se transforma in
energie potentiala siinvers);

¢ oscilatii electromagnetice (energia electrica se transforma
in energie magnetica si invers);

¢ oscilatii electromecanice (energia mecanica se transforma
in energie electromagnetica si invers).

Oscilatiile se numesc:

+ nedisipative, ideale sau neamortizate daca energia totala
Se conserva;

¢ disipative sau amortizate daca energia se consuma in
timp;

+ fortate sau intretinute daca se furnizeaza energie din afa-
ra sistemului, pentru compensarea energiei consumate.

Problema rezolvata

Oscilatiile unui pendul elastic au marimile caracteristice

din reprezentarea grafica[7]. In ce pozitie, acceleratia corpului
care oscileaza la un capat al resortului elastic este minima?

Rezolvare:

Deoarece acceleratia de oscilatie este proportionala cu
elongatia, dar de sens contrar in orice miscarea oscilatorie
armonica a pendul elastic, acceleratia corpului care oscileaza
este minima atunci cand elongatia este maxima (vezi 8]).
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G@OProbleme propuse

1. Legea de oscilatie in cazul unei oscilatii armonice
(vezi[9]) este definita prin relatia:
a) y(t) = Asinot;
b) y(t) = Awsinat;
c) y(t) = Awsin(o + 1);
d) y(t) = Awsin(w - 1).

2. Acceleratia de oscilatie este proportionala cu elongatia, dar
de sens contrar in orice miscare oscilatorie armonica .

Dacay = Asin(of + ¢ ) si a = -4 sin(ot + ¢,) (vezi[10]),
la momentul initial £, = 0 faza initiala ¢, este egala cu:
a) m; b) zero; ¢) 2x; d) 0,57.

3. In cazul unei oscilatii armonice, viteza maxima se atinge:
a) cand corpul trece prin pozitia de echilibru;
b) cand elongatia este maxima;
¢) la o treime din perioada;
d) la jumatate din perioada.

TR2T

4. Un corp efectueaza o miscare oscilatorie cu o perioada
T=4 s. La momentul f = 0, corpul trece prin pozitia de

elongatie maxima (vezi[11]). Corpul ajunge in pozitia de
elongatie minima in timpul minim:
a)0,5s;b)1s; ¢)2s;d)3s.

Raspunsuri:

l.a.2.d.3.a.4.c.

Observatie:

Simularile pe calculator (vezi[12]) ne ajuta sa intelegem
mai bine marimile caracteristice ale miscarii oscilatorii!

¥ i,"‘ y=Asfrol

i"

e e e e e e N,

y A | Asinof

‘.Asin((ut + 1/2) = Acoswt

Asin(ot + 31/2) = -Acosot
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1.1.3. Oscilatii mecanice amortizate

NN

@

Amplitudinea ramane constanta in cursul oscilatiilor libere
neamortizate, deoarece frecarile sunt neglijabile. Sistemele
oscilante reale sunt supuse unor forte de franare. Cauza
amortizarii, adica a reducerii amplitudinii in cursul oscilatiilor,
este pierderea de energie datorata frecarilor care apar in me-
diile vascoase (vezi[13]). Acea parte a energiei care se pierde
prin frecare se transforma in caldura. in conditiile in care
oscilatiile se amortizeaza intr-un interval de timp mare, atunci
fortele de frecare sunt mici.

Oscilatii se numesc disipative sau amortizate daca
energia se consuma in timp. Nivelul de echilibru static este
definit prin deformatia y, = Al_a resortului, obtinuta prin
proiectia relatiei

G+F, =0 (vezi[i4)),
pe directia verticala:

m
mg —kyo = 0=y, =25
Forta rezultanta in timpul oscilatiilor cu elongatiay fata de

nivelul de echilibru static este:
F=F,+G=ma.
Rezulta -k(y + yo) + mg = ma sau -Ry = ma,
deoarece mg - ky, = 0,

adica a:—i-yz—mzy,unde o’ _k
m m

Pulsatia proprie a oscilatiilor libere este: o= ,/— .
m
In majoritatea situatiilor in care vitezele atinse in miscarile
oscilatorii sunt mici, se considera ca fortele de frecare sunt
proportionale cu vitezele de oscilatie si opuse acestora:

= -1,

unde r este factor de proportionalitate pozitiv care depinde
de natura mediului fluid si de dimensiunile oscilatorului.
Ecuatia miscarii oscilatorii amortizate a unui corp, care
oscileaza sub actiunea unei forte de tip elastic F, intampinand
din partea mediului o forta de frecare F, (vezi[15]), se obtine
folosind principiul fundamental al mecanicii newtoniene:

—ky —rv = ma.
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Solutia acestei ecuatii este elongatia oscilatorului amortizat:

y=Ae™sin(wt+q,),

r . . .
unde o =—— se numeste coeficient de amortizare.
2m

Daca o are valori mici, miscarea este oscilatorie amor-
tizatd, deoarece amplitudinea oscilatiilor scade exponential
in timpul miscarii (vezi [16]a).

Daca o are valori mari, sistemul revine in pozitia de
echilibru fara sa efectueze miscari oscilatorii, adica miscarea
oscilatorului devine aperiodica (vezi[16]b).

Se constata experimental ca perioada de oscilatie a unui
sistem in ulei este mai mare fata de perioada de oscilatie a
sistemului in apa.

O amplitudine constanta a miscarii oscilatorii se poate
mentine daca asupra oscilatorului actioneaza o forta
exterioara periodica, ce efectueaza in fiecare perioada un
lucru mecanic egal cu energia pierduta datorita amortizarii.
Astfel de miscari oscilatorii, In care asupra oscilatorului
actioneaza atat fortele elastice sifortele de franare, cat si fortele
periodice exterioare, se numesc intretinute sau fortate.
Amplitudinea oscilatorului intretinut depinde de pulsatia ® a
fortei periodice exterioare, prezentand un maximum pentru
valori «'; ale pulsatiei fortei apropiate de pulsatia proprie oy a
oscilatorului (vezi[17]).

@@Probleme propuse

Analizeaza afirmatiile urmatoare si raspunde cu A
(adevarat) sau F (fals):

1. Unresort, avand capetele fixate pe axa rotii si pe sasiul
automobilului, asigura atenuarea oscilatiilor.

2. Amortizoarele pentru automobile sunt compuse
dintr-un cilindru cu ulei in care se afla un piston. Un
amortizor este defect daca automobilul efectueaza miscari
oscilatorii pe verticala (vezi[18]).

3. Miscarea oscilatorie a unui automobil, produsa de o
denivelare a drumului, este aperiodica pe verticala daca
amortizoarele sunt bune.

a
b
1 o<a
_/2-
(0’1 ®
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1.1.4. *Modelul ,,0oscilator armonic”

m
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g

M x.=A
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Forta rezultanta in timpul oscilatillor pe
verticala este:

F=F,+G=ma
Proiectam relatia vectoriala pe verticala
Si obtinem:

—k(y+ yo) + mg= ma.
Deoarece mg— ky, =0, rezulta:

—ky=ma:a:—£-y:—co2y.
m

Oscilatiile se numesc liniar armonice daca se efectueaza sub
actiunea unor forte de tip elastic, indreptate spre pozitia de echilibru
static, pentru care este valabila legea lui Hooke:

F, =—kx,
unde x este elongatia (departarea fata de pozitia de echilibru), iar
oscilatorul se numeste armonic (vezi[19]a).

Semnul minus arata ca forta elastica exercitata asupra
corpului este opusa elongatiei, notata cux sauy.

Daca asupra unui oscilator actioneaza forte de frecare
mici, atunci oscilatiile sunt slab amortizate (se amortizeaza
intr-un interval de timp mare) si putem folosi modelul ,,0s-
cilator armonic”. Oscilatorul armonic constituie modelul
unui proces periodic ideal.

Consideram ca asupra corpului oscilant de masa m
actioneaza o forta rezultanta elastica (vezi[19]b) sau cvasielas-
tica (de natura neelastica):

ma =F, = —Ry,
deci a = —iy =—w’y,unde ®* =—.
m m
Pulsatia proprie a miscarii ® depinde de perioada T de oscilatie:
2n
OW=—-
T

Dupainlocuin, se obtine expresia perioadei oscilatorului armonic:

T = 2n\/ﬁ.
k

Acceleratia si elongatia sunt proportionale, dar de semne
opuse.

Pendulul elastic este un oscilator liniar armonic . Oscilatiile
pendulului elastic sunt:

— liniare, deoarece sunt produse de o parte si de alta a pozitiei
de echilibru static;

— armonice, deoarece sunt produse sub actiunea fortelor de
tip elastic, iar acceleratiamomentana este proportionala si de semn
opus cu elongatia (vezi [19]b).

Retine!

Un oscilator executa o miscare oscilatorie armonica atunci
cand asupra acestuia actioneaza forte rezultante de tip elastic, iar
acceleratia momentana este proportionala si de semn opus cu
elongatia. Elongatia oscilatorului se exprima prin functii
trigonometrice (sinus sau cosinus) cunoscute sub numele de functii
armonice.
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*Descrierea oscilatiei armonice utilizand
relatiile dintre marimile caracteristice
(recapitulare)

Stii ca miscarea oscilatorie liniar armonica, caracterizata de faza
¢ = of + @y, unde wreprezinta pulsatia miscarii, coincide cu miscarea
proiectiei pe diametrul vertical al punctului M care se roteste pe un
cerc de raza egald cu amplitudinea oscilatiei (vezi [20]). Miscarea
oscilatorie liniar armonica are legea de miscare:

y =Asing = Asin(af + ).

Faza miscarii oscilatorii este argumentul functiei trigono-
metrice.

Daca la momentulinitial £, = 0, faza initiala este ¢ (diferita de
0 sau ), atunci y, = Asin(¢ ) # 0, deci oscilatorul nu a fost in pozitia
de echilibru cand am inceput cronometrarea oscilatiilor.

Viteza de oscilatie este definita prin relatia: v = mAcos(wt + @p).

Acceleratia de oscilatie este definita prin relatia:

a=-o’Asin(of + @, ) =-’y.

Defazajul initial Apg dintre doua marimi oscilante care au aceeasi
pulsatie , ramane constant in timp: Ap = A, (se calculeaza ca
diferenta de faza pentru aceeasi functie trigonometrica). De la
trigonometrie stim ca:

. T . T
sing = COS((p_Ej’ CcosQ = sm((p+§)_

Marimile fizice exprimate prin functiile trigonometrice sinus sau
cosinus pot fi reprezentate prin fazori (vez[21]). Viteza de oscilatie
ajunge la valorile maxime in avans fata de elongatie cu un defazaj tem-
poral Af = T/4 , caruia ii corespunde un defazaj unghiular Ap= /2.

Elongatia y, viteza de oscilatie v si acceleratia de oscilatie a

T
sunt marimi oscilante defazate intre ele cu Ag,,_, = o Ao, , = 9
. T T . T
si Ap,_, =T sau temporal cu: AL, = 7 At , :Z siAL, = 7

Interpretarea defazajului

O marime oscilanta isi atinge valorile maxime, nule, minime
sau intermediare dupa un interval de timp Af in urma altei marimi
oscilante. Daca o marime este in avans fata de alta marime oscilanta

cu AL, = % , atunci At , = —g. Intr-un caz oarecare, poti folosi

regula de trei simpla: in r = At =

Fazorul este un vector care se
roteste in sens trigonometric cu viteza
unghiulara o egala cu pulsatia marimii
reprezentate, cu modulul egal cu
valoarea maxima a acelei marimi si
a carui pozitie depinde de faza
miscérii oscilatorii.
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® Pentru deviatii mici, perioada de
oscilatie a unui pendul matematic este
proportionald cu radicalul raportului
dintre lungimea pendulului si accele-
ratia gravitationald locald si este inde-
pendentd de masa pendulului.

Se imprimd miscadri oscilatorii cu am-
plitudine mica.

*Modelul ,,oscilator armonic” in rezolvarea de
probleme

1. Perioada de oscilatie a pendulului elastic depinde de
masa corpului care oscileaza?
Rezolvare: Folosim relatiile de definitie ale pulsatiei:

o =21/Tsi ¢ =£.
m
Perioada de oscilatie a pendulului elastic este direct

proportionala curadacina patrata din masa corpului care oscileaza:

® " kR

2. Pendulul gravitational, realizat dintr-un corp punctiform,
de masamn, care atama de un fir inextensibil, cu masa neglijabila
silungimea /, este tot un oscilator armonic (vezi [22]). Perioada
de oscilatie a pendulului gravitational depinde de masa
corpului care oscileaza?

Rezolvare: Daca este deviat cu un unghi o,,,, < 5° fata
de verticala care trece prin pozitia de echilibru si este lasat
liber sa oscileze, forta de revenire G, nu este de natura elastica,
dar este proportionala cu departarea fata de pozitia de
echilibru si indreptata in sens opus:

G, = —-mgsino = —mg% =—ky,unde R =ng =0’ = % = %

Perioada de oscilatie a pendulului matematic este direct
proportionala cu radacina patrata a raportului dintre lungimea
pendulului si acceleratia gravitationala locala:

T=2—n=2n\/z.
@ 8

3. Cum putem cantari cu ajutorul oscilatiilor unui pen-
dulului elastic (vezi [23])?

Rezolvare: In aceastd problema experimentala, perioa-
dele de oscilatie ale unui pendulului elastic se pot calcula cu

. t; . N
relatia T, =—T;, unde ¢; este timpul in care s-au produs n;
n
oscilatii.
Folosind un corp cu masa cunoscuta /m si un corp cu masa
necunoscuta m,, exprimam constanta de elasticitate £ pentru

i m m 5 . .
fiecare caz: k= 4r? — = 4n? . x . Daca numaram tot atatea
1 2

oscilatiin, obtimem relatiile pentru calcularea masei necunoscute:
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*Situatii in care se poate aplica modelul
,,oscilator armonic”

Modelul ,oscilator armonic” este util pentru studiul
oscilatorilor mecanici simpli (pendulul elastic, pendulul
gravitational).

Investigatii experimentale

1. Determinarea acceleratiei gravitationale cu un
pendul elastic

Daca lungimea resortului liber este /;, prin suspendarea
de acesta a corpului cu masa m, lungimea resortului devine /
si alungirea masurata este: y =1 -1, (vezi[24]).

In pozitia de echilibru, forta de greutate este egala cu forta

elastica: mg = ky, de unde rezulta % =7
8

Inlocuim in perioada pendulului elastic si obtinem:

2
T=2n\/E=2n Y g=tnY
k g T

Modul de lucru:

4 Se scoate corpul din pozitia de echilibru si se numara n
oscilatii complete efectuate in intervalul de timp ¢, masurat
cu ajutorul unui ceasornic.

¢ Raportul T = t/n reprezinta perioada oscilatiilor pendu-

. . < n
lului elastic. Rezulta g = 4x? y_2 .
t
4 Se repeta masurarea perioadei de cateva ori si se
calculeaza valoarea medie a acceleratiei gravitationale.
4 Valorile masurate se noteaza intr-un tabel.

2. Determinarea acceleratiei gravitationale cu un
pendul gravitational

Dispozitivul experimental este format dintr-un stativ pe
care se fixeaza un pendul gravitational simplu sau bifilar, care
isi conserva planul de oscilatie (vezi [25)).

Modul de lucru:

4 Se masoara cu rigla lungimea pendulului.

4 Se scoate pendulul din pozitia de echilibru sub un unghi
mai mic de 5 grade, se lasa sa oscileze si se numaran ~ 50 de
oscilatii complete in timpul  masurat cu cronometrul.

¢ Se repeta experimentul de cateva ori, marind de fiecare
data lungimea pendulului. Folosim relatia:

[ In’
g=47'[2 'F=4TE2 t—z

#Valorile masurate se noteaza intr-un tabel, din care putem

determina erorile.
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E
- =k,
E E,=E, . sinof
- =E._,..cos’ot
0 T/2 T t
E
£, \
FE(y)=Ry/2

E(y)=E-ky"/2
A Y

® Curba energiei potentiale sugereaza
interpretarea urmatoare: oscilatorul
s-ar misca intr-0 ,,groapa de potential”,
avand viteza maxima pe fundul gropii
si schimband sensul de miscare la
marginile gropii.

Energia mecanicd a oscilatorului
armonic este egald cu energia cine-
ticd maximad, respectiv cu energia
potentiald elastica maxima.

Energiile cineticd, potentiala si totald
pot fi reprezentate grafic si in functie
de elongatia y € [-A, A].

Cand y = 0, energia cineticad este
maxima si energia potentiald este nuld,
iar cand y = £ A, energia cinetica este
nuld si energia potentiald este maxima
(egald cu E)).

*Conservarea energiei in oscilatiile armonice

In orice moment din cursul oscilatiilor, energia mecanica
totala, W = E,, a oscilatorului armonic este egala cu suma
dintre energia cinetica E, a oscilatorului de masa m si energia
potentiala E, . de deformare elastica:

E=E +E,,,
2 2
undeEc=%,E =ki,k= mao?, o =2nv,

p.e 2
cu v = oAcos(wf+ @y si y=Asin(wt+¢,).
Dupa inlocuiri, obtinem:

Cc

E =%-m2A2 cos’ (ot +y), E,, =§-A25in2 (ot +9p),

mo*

E, =—-A2C052¢+§-A25in2 ¢, unde ¢ = of + @.

Deoarece sin’p + cos?p = 1, rezulta ca energia totala a
oscilatorului armonic se conserva:

Putem considera cazul particular al oscilatorului cu faza
initiala ¢, = 0 (vezi [26]).

In timpul oscilatiilor, o forma de energie se transforma
in alta forma de energie. Energia cinetica maxima si,
respectiv, energia potentiala elastica maxima sunt egale
cu energia totala:

E +E,=E

¢ max

:E =

max e
P 2

RA® =E, .

Probleme rezolvate

1. Putemn obtine constanta elastica echivalenta a doua
oscilatoare armonice cu constantele elastice k& si ks din
conservarea energiei (vezi[27])?

Rezolvare:
Energia totala a doua oscilatoare armonice se conserva:
E = E, + E,. Daca sunt legate in paralel, obtinem:

BA kAL | A
2 2 2

Deoarece A;= A;= A, obtinem constanta echivalenta a
resorturilor legate in paralel:
kep=k1 + k2.
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Daca oscilatoarele armonice sunt legate in serie, atunci forta
elastica are aceeasivaloare: k1A = koAy = R, A, ilaramplitudinea
totala este A = A; + A,. Din conservarea energiei, obtinem
constanta echivalenta a resorturilor legate in serie :

242 2 42
kesA2:k1A12+k2 2:%.’_%:}
kl k2
2 22 2 22
3kesA2:M+M:1=ke{i+ijjizi+i,
1 2 1 2 kes kl k2

2. Sa demonstram expresia acceleratiei de oscilatie daca
viteza de oscilatie are expresia v(f) = v;xcos(of + @), unde
o = 21V, (V este frecventa), ¢ = ot + @, Upax = OA.

Consideram un interval de timp mic (Af — 0) intre doua
momente de timp ¢, =t si, respectiv, t, =t + Af. Deoarece nu
stim deocamdata limite si derivate, vom folosi definitia

A _v(t+Ar)-v(r)

Y , sirelatia trigonometrica:

acceleratiei:a =

a-b

b .
sin

. a+ .
cosa —cosb =-2sin . Obtinem:

cos| o(f +At)+ g, |- cos|ot +¢, |
a=Upqy - At =
oAt

2sin| of + —— oAl + sin——
g P 2

max
AV

Inmultim expresia atat la numarator, cat si la numitor cu

. OAL . OAL
sin| of + ——+ ¢, |sin——
@ i o aranjam astfel: a=-ov,, ., - 2 2
2§oaa]a a= max AL
2
oAl L. sinwAf  oOAf
Deoarece T—>0, aproximam: 9 T Rezulta

expresia: a =—o’4 sin(wf + ¢,)=-o’y,unde a,, = &’A .

Observatie:

Pentru expresia elongatiei y = Asin(at + @), se poate de-
monstra analog ca pentru un interval de timp mic (At — 0) se
obtine expresia vitezei de oscilatie:

Ay y(t+at)-y(t)
At At

= wAcos(ot + ¢ ).

,
i i\

WWW

® Energia se conserva si cazul oscila-
tiilor pendului gravitational.

Pentru pendulul gravitational cu masa
msilungimea / din figura[28], energia
totala se conserva:

Ec,max = Ec +Ep = Ep,max
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1.1.5. Compunerea oscilatiilor paralele.
*Compunerea oscilatiilor perpendiculare

IHIII]HIIIH]T] LI

~

Descrierea calitativa a miscarii rezultate din
compunerea a doua oscilatii

In practica, intalnim situatii in care miscarea unui sistem
este rezultatul compunerii unor oscilatii. Astfel, un oscilator
poate fi supus la doua sau mai multe oscilatii armonice
paralele, de aceeasi pulsatie ®, sau doua oscilatoare asupra
carora actioneaza forte formeaza impreuna un oscilator
(vezi [29]). Oscilatiile pe care le-ar executa oscilatorul echiva-
lent sub actiunea a doua forte elastice paralele au aceeasi
pulsatie o, dar amplitudini si faze initiale diferite.

*Descrierea cantitativa a compunerii a douad
oscilatii paralele de frecvente egale

Un oscilator efectueaza sub actiunea fortei elastice F; o
miscare armonica descrisa de ecuatia elongatiei:

y1 = A;sin(et + @),

iar sub actiunea fortei elastice F, (paralela cu F,) efectueaza o
miscare armonica descrisa de ecuatia elongatiei:

y2 = Agsin(ot + ¢g2)  (vezi [30].

Daca aceste doua forte actioneaza concomitent asupra
oscilatorului considerat, atunci elongatia va fi egala cu suma
elongatiilor paralele, la orice moment de timp:

y =y1 + Yy, =Asin(of + @),

adica A;sin(ot + ;) + Ay sin(ot + @g) = Asin(ot + ;).

Oscilatiile liniare pot fi obtinute prin proiectia pe o axa a
unui vector A al cirui modul este egal cu amplitudinea
oscilatiei si care se roteste in plan cu viteza unghiulara o
(proiectiile varfului vectorului pe axe au aceeasi dependenta
de timp ca si miscarile oscilatorii armonice).

Augustin Jean Fresnel (1788-1827), fizician francez, a
folosit o reprezentare grafica cunoscuta sub numele de dia-
grama fazoriala, in care miscarilor oscilatorii armonice le
asociem cate un fazor, adica un vector rotitor, cu marimea
egala cu amplitudinea oscilatiei si inclinat fata de directia axei
Ox cu unghiul fazei initiale (vezi [31]).
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Compunem vectorial amplitudinile A; si A, si obtinem:

A=JA? + A2 +2AA, cos Ag, . unde A = Agy = Po; — Ppo.
Proiectia vectorului amplitudine rezultanta A este egala
cu suma proiectiilor celor doi vectori A, si A; pe aceeasi axa:

_ _Asingy, + 4, sing,
A cos @y + A, cOsy,

Asing, = A sing,; + A, sing,
=189,

Acosg, = A, cosg,, +A,cose,,

Cazuri particulare:
a) Daca Ag = (2n + l)g , atunci oscilatiile sunt in cuadra-

turd si A=/A? +A4; .

b) Daca A¢ = 2nmn, atunci oscilatiile sunt in faza si
A = A] + Az.

c)Daca A¢ = (2n + 1)r, atunci oscilatiile sunt in opozitie
defazisiA = |A;—A,| (vezi[32).

d) Bataile se obtin din compunerea a doua oscilatii
armonice paralele de frecvente diferite, o, # ,, dar apropiate
cavaloare.

Consideram cazul A; = A, = A (vezi [33)):

W

- .o+ .
cos 5 D2 ¢ sin 5 D224 cos(Aw)t sinat,

+
unde am notat Ag=—L_—2 OO

sl o

(@)

Bataile sunt oscilatii cu pulsatia o =% si amplitu-

dinea variabila periodic, de perioada: T, = In__An :
Ao o -0,
Daca diferenta Aw a pulsatiilor este mica, atunci primul
factor, cos(Aw)t, si amplitudinea rezultanta, A,,, = 24 cos(Aw)t,
se modifica lent in timp.
Amplitudinea oscilatiei rezultante trece printr-o valoare

maxima si apoi minima, valori care se succed cu frecventa:
AV =9V, =V,
Urechile noastre deosebesc bataile daca Av < 10 Hz.

Retine!
Amplitudinea rezultanta a doua oscilatii paralele de
frecvente egale este:

A= A2+ AZ 244, cos Ag, -

A singy, + A, sin@y,

q 01 2 02

Batdile sunt oscilatii cu pulsatia
+ . . . T
:% si amplitudinea variabila

periodic, de perioada:

2 4
Y;Jdtdi = A_ = .
O 00
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® Traiectoria eliptica din figura
devine circulard ca in figura dacd
amplitudinile oscilatiilor sunt egale
(A= A,).

Daca oscilatiile sunt in faza:
Ap =2nm, sau in opozitie de faza:
Ap=(2n+1)r, atunci obtinem
ecuatiile:

2 2
(X_] +(Y_] 90X Y oo
Al A2 Al AQ

2
SN[ =O:>y=iix,
A A 4

deci traiectoria elipticd devine liniara.

*Descrierea cantitativa a compunerii a doua
oscilatii perpendiculare de frecvente egale

Consideram un punct material de masa m, care este
solicitat simultan sa oscileze armonic sub actiunea a doua re-
sorturi elastice identice legate pe doua directii perpendiculare,

ca in figura [34].

Consideram cazul particular cand cele doua miscari
oscilatorii perpendiculare au frecventele egale.

Scriem ecuatiile elongatiilor pe cele doua directii:

x =Asin(of +¢y,); ¥ =Asin(of +¢g,) .

Eliminam timpul din aceste doua ecuatii, scrise astfel:

X _ . . .
e sin(ot +,,) =sinot cosg,, + cosot singy, ;
1

Y = sin(ot + (e ) =SIN®L COSPy, + COS®E SINQ, .

2

Inmultim ecuatiile cu cosg,, si, respectiv, cu cosg,, -

Dupa aceea, le scadem si dam factor comun coswf, intre
termenii din dreapta. Obtinem:

X . .
oS, Z—cos%l =cosot(Sing,,cosQ,,+singy,cose,, ),
1 2

unde am folosit formula trigonometrica:
SINQ(;COSPy, —SINPYCOSPy; = —SIN(Pgy — Py )-

Analog inmultim ecuatiile cu singy, si, respectiv, cu

sing,, . Dupa aceea, le scddem si dam factor comun sinomt
intre termenii din dreapta. Obtinem:

X . . . . .
SN0y —Z—Sll’l(pm=Slr1(x)[(COS(p01$11'1(p02 — COSP,SiNYy,),
1 2
unde am folosit aceeasi formula trigonometrica.
Ridicam la patrat ecuatiile obtinute si, dupa adunarea lor,
rezulta:

Al AZ Al
Aceasta ecuatie este cunoscuta ca ecuatia generalizata
a elipsei (rotita fata de axele de coordonate). Daca

2 2
(X_J +(y_j - 2X_{/ECOS((PO2 Q)= sin® (Pg2 — @o1)-

2 2
A =g — @y = (2n+1)§, atunci: (X—J +[Z—J =1 (vezi[35)).

1 2
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Teste pentru autoevaluare

Testul 1

L

IL.
. Defazajul intre elongatia si acceleratia de oscilatie a

3.

Problema experimentala

Un pendul elastic cu masa m, cunoscuta este scos din
pozitia de echilibru static si lasat sa oscileze liber (vezi[36]).
Se cronometreaza timpul ¢ in care se efectueaza NV oscilatii
si se calculeaza valoarea perioadei T = t/N. Calculeaza
valoarea constantei de elasticitate pentru mai multe corpuri
(cu masele m,, m,, m,, ...), valoarea medie si erorile.
Descopera expresia de calcul a constantei de elasticitate a
resortului cu valorile marimilor de mai sus.

Gaseste raspunsul corect la problemele urmatoare:

oscilatorului liniar armonic (vezi[37]) este:

a) Ap =0; b) A(ng; c) Ap=m; d) A(p=37n.

. Valoarea maxima a vitezei oscilatorului armonic este:

2
()
Q) Uppax = —0%A; D) Uy = @A; ) U, = A d) Uax = 07A.
In punctele in care energia cinetica este egala cu energia
potentiala elastica, elongatia oscilatorului armonic este:

AV2
a) y=i—A;/§;b) y=+AJ3:0) y=*AV2:d) y=iT\F-

. Inpunctele in care elongatia este jumatate din amplitudine,

raportul intre energia cinetica si cea potentiala elastica a
oscilatorului armonic este:

E E E E
a) —<=1;b €=2;c)=<=3;d) ===4.
)E )E )E )E

p p p p

. Oscilatiile ionilor din reteaua cristalina a unui metal sunt

oscilatii mecanice? Amplitudinea de oscilatie a ionilor dintr-
o retea cristalina depinde de:

a) temperatura metalului; b) densitatea metalului;
¢) masa metalului; d) volumul metalului.

Raspunsuri:
I. Dinlegea perioadei pendulului elastic, obtinem expresia de
. .. . 4n*m
calcul a constantei de elasticitate a resortului: # = T

IL

1.c.2.b. 3.d. 4. c. 5. Nu sunt oscilatii mecanice; a (vezi[38]).

M—b

y,ah Asinot
SN -o’Asinot
04— WY
Tt

T2 .’
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Testul 2
Rezolva problemele urmatoare (grad mic de dificultate):

1.

10.

Un corp de masam = 0,1 kg, fixat de un resort, executa o
miscare oscilatorie armonica cu frecventa v= 20 Hz si
amplitudinea A = 0,15 m (vezi[39]). Calculeaza elongatia
oscilatorului atunci cand energia cinetica este egala cu
energia potentiala.

. Calculeaza lungimea firului de suspensie al unui pendul

gravitational de perioada T= 2 s (vezi[40Ja). Daca pendulul
executan = 10 oscilatii complete in 20 s, calculeaza valoa-
rea acceleratiei gravitationale in locul unde oscileaza.

. Un punct material oscileaza dupa legea de miscare

y(t)=A sin(nt+n/4) cm. Calculeaza raportul dintre energia
cinetica si cea potentiala pentru momentul de timp ¢ = 7/4.

. Ce marime ramane constanta in timp la miscarile

oscilatorii armonice? Cand este maxima energia cinetica?

. Un oscilator armonic liniar are legea de miscare

y(t)=Asin(of+n/6). Cat este valoarea elongatiei la mo-
mentul initial?

. Un pendul elastic cu masa m=1 kg are in timpul miscarii

viteza maxima v__ =0,1 m/s si acceleratia maxima
a = 2m/s* Calculeaza constanta elastica.

.

. Daca legea de miscare a unui oscilator armonic este

y =4cos(10nt + n)[cm], calculeaza perioada de oscilatie.
Calculeaza valoarea elongatiei la momentele de timp
t=0sit=T/2.

Energia potentiala maxima a oscilatorului armonic
depinde de timp?

Doua miscari oscilatorii armonice paralele cu aceeasi
pulsatie au ecuatiile: y, = 3sin10¢ [cm] si y, =4cos10¢ [cm].
Gaseste amplitudinea miscarii rezultante.

Ce traiectorie descrie spotul luminos pe ecran, daca
cele doua oglinzi oscileaza in jurul unor axe perpen-
diculare (vezi [40]b)?

Raspunsuri:

1.y=0,707A. 2./=1m;g=9,8 m/s?. 3. EC/Ep=1. 4. Energia
totala; la trecerea oscilatorului liniar armonic prin pozitia
de echilibru. 5.y =0,5A. 6. k=400 N/m. 7. T=0,2 s.
y(0)=-A. y(T/2)=A.8.nu. 9. A=5cm. 10. Spotul luminos
descrie pe ecran miscarea rezultata din compunerea celor
doua oscilatii perpendiculare ale oglinzilor.
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Testul 3
Rezolva problemele urmatoare (grad mediu de dificultate):

1. Un pendul elastic are la un moment dat elongatia y; si viteza
v (vezi [41]). La un alt moment are elongatia y, si viteza v,.
Amplitudinea miscarii oscilatorii se determina cu relatia:

2.2 2 9 2.2 2 2
LYy t0Y, | LYy —U Y, |
a) A= = by A= = 5}
U5 +U; Uy =4
2.2 . 2 9 2.2 2 2
_ UG Uy, _ |0V U Y,
QA= Fhs DAs =L
U, — U, U, + U,

2. Doua miscari oscilatorii armonice paralele sunt descrise
de ecuatiile elongatiilor reprezentate in figura [42]. Gaseste
defazajul intre elongatiile acestor miscari.

3. Douaresorturi verticale de lungimi egale, avand constantele
elastice k; si, respectiv, ko, sunt fixate de podea. Capetele
din partea lor superioara sunt unite printr-o bara rigida de
greutate neglijabila, asa incat sa fie paralele. Sistemul astfel
realizat este supus actiunii unei forte F, care actioneaza
vertical la mijlocul barei rigide. Constanta elastica
echivalenta a sistemului este:

Ak, ;b k, = 2k, s OR, =Rk +ky;d) R, = Rk,

a)k, = .
R +k, R + kR, R +k,

4. Un pendul elastic, cu masa m = 0,1 kg, oscileaza liniar
armonic cu pulsatia ® = 3,14 rad/s. Calculeaza constanta
elastica aresortului.

5. Ecuatia elongatiei unui oscilator liniar armonic este
y = 10sin(5¢ + ©) [m]. Care sunt valorile amplitudinii
oscilatiilor si fazei initiale a oscilatiilor?

6. Un corp executa miscarea oscilatorie liniar armonica
descrisa de ecuatia elongatiei y = 2sin(3,14¢+x) [m]. Afla
valorile maxime ale vitezei si acceleratiei oscilatiilor.

7. Legea de oscilatie a unui punct material, de masam = 2 kg,
este y = 4(sin20¢t ++/3cos20t) [cm]. Calculeaza amplitu-
dinea oscilatiei si faza initiala a oscilatiei.

Raspunsuri:

1.b.2. Ap=n/2.3.a. 4.k =0,1N/m. 5.4 =10m; ¢ =7 rad.

6.0 =628m/s.a_ =20m/s>.7.A=8cm, 9, =§.

<y

Indicatie:
sinp + cos?p = 1;
y, = Asing,
U, = 0Asing,
Si
y, = Asing,
v, = 0Asing,
- =T}
IIIII A S T4 ~
i A '.‘ ‘r'
P e / 1
ol T l-.“ Y’
" ——
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Testul 4
*Rezolva problemele urmatoare (grad ridicat de dificultate):
1. O bara omogena este plasata in echilibru pe doi tamburi

nivel |

nivel Il

X%&Gy AIEv

nivel [l

P

sL
<

%

nivel |

Al'=mg/k

nivel [
nivel [l

identici, cu axele orizontale si la acelasi nivel. Tamburii se
rotesc inspre interior la contactul cu bara, in sens invers
unul fata de celalalt. Distanta dintre axele tamburilor este
2a, iar coeficientul de frecare intre bara si tamburi este .
Bara poate efectua mici oscilatii armonice stanga-dreapta.
Perioada acestor oscilatii este:

Q) T=2n|L:b)T=2n /3—"; AT=2n]-2 :d)T=co.
ug 2ug 2ug

. Un taler de masa M este atarnat in capatul de jos al unui

resort de masa neglijabila si constanta de elasticitate k. De
lainaltimeah cade pe acesta o bucata de plastilina de masa
m, sistemul Incepand sa oscileze. Amplitudinea oscilatiilor
sistemului este:

mg 2Rh mg kh

L PO CRR O WAL B
a) k +(M+m)g ©) kMg

2kh mg

mg
by A="8. 1K gy 48
) k (M+m)g ) A k

. Pe capatul superior al unui resort nedeformat, de masa

neglijabila si constanta de elasticitate &, este asezat un corp
de masa m (vezi [43]).Calculeaza amplitudinea oscilatiilor
sistemului, considerand ca oscilatiile libere incep din
punctul O de pe nivelul 1, sub actiunea corpului de masa
m.

. Pe capatul superior al unui resort nedeformat, de masa

neglijabila si constanta de elasticitate &, este asezat un taler
de masa M, care este ciocnit plastic de un corp de masa m
si cuviteza v, pe verticala de sus injos (vezi[44]). Notam cu
A amplitudinea oscilatiilor si cu y elongatia in starea R. In
care din starile O, N, P, R fata de cele trei nivele se verifica
legea conservarii energiei?

. Unresort cu constanta de elasticitate k se taie in n bucati

de lungime identica. Cele n resorturi obtinute se leaga in
paralel. Constanta elastica a acestui sistem este:

a) k, = n%k; b) k, = nk; c) k, = 0,5nk; d) k, = k.

Raspunsuri:

1. a. 2. a. 3. A =mg/k. 4. Legea conservarii energiei se
verifica in starile O, N, P, R fata de cele trei nivele. 5. a.
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(] 1.2. OSCILATORI MECANICI CUPLATI

1.2.1. Oscilatii mecanice intretinute.
Oscilatii mecanice fortate

Dupa ce un leagan sau un pendul este impins cu mana
si apoi este lasat liber, oscilatiile sale se amortizeaza datorita
frecarilor cu aerul si a celor din sistemul de prindere.

Oscilatiile nu se amortizeaza, adica amplitudinea
acestora ramane constanta daca sistemul oscilant primeste
din exterior energia pierduta prin frecari, la intervale de timp
egale cu perioada oscilatiilor libere.

Oscilatiile unui sistem aflat sub actiunea periodica a
altui sistem se numesc oscilatii fortate.

Daca transmitem oricarui oscilator impulsuri periodice,
la intervale de timp diferite de perioada oscilatiilor libere,
atunci oscilatiile acestuia sunt fortate, amplitudinile atingand
valori mari daca frecarile sunt mici (vezi [1]). La turatii mici
ale volantului, firul antrenat de volant da impulsuri periodice
resortului dinamometrului si se obtin oscilatii cu amplitudini
comparabile cu raza volantului.

La turatii din ce In ce mai matri ale volantului, se constata
experimental ca amplitudinea masurata devine maxima la o
anumita frecventa a acestora, iar la turatii si mai mari, ampli-
tudinea scade. Constatam experimental ca transferul energiei
de la un sistem oscilator la alt sistem oscilator are caracter
selectiv si este optim daca perioadele acestora sunt egale sau
aproximativ egale. Explica ce se va constata daca oscilatorul
se introduce total sau partial intr-un lichid.

Oscilatii fortate intalnite in practica sunt:

— vibratiile pieselor nefixate in locurile lor, aflate in
sisteme sau dispozitive in miscare;

— oscilatiile plantelor, ale crengilor sau ale podurilor sub
actiunea vantului;

— oscilatiile autovehiculelor pe un drum cu denivelari.

G@Probleme propuse

1. Concepe undipozitivcu un motoras electric sau cu un sistem
de roti pentru generarea oscilatiilor fortate (vezi[2]).

2. Lansatorul uneibile este asezat la baza unui planinclinat de
unghi a, coeficient de frecare p si lungime L (vezi[3]). Cata
energie trebuie sa primeasca bila cand revine labaza planului
inclinat pentru ca aceasta sa ajunga la aceeasiinaltime h?
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1.2.2. *Rezonanta

Ai observat ca leaganele fixate pe acelasi cadru intra in
oscilatie atunci cand numai unul este scos din pozitia de
ehilibru?

Daca se cupleaza doua pendule de lungimi diferite si il
scoatem din repaus pe unul dintre ele, atunci acesta devine
excitator pentru cel ramas in repaus. Daca lungimea si deci
frecventa oscilatiilor excitatorului este mult diferita de cea
proprie a oscilatorului aflat in repaus, atunci amplitudinea celui
din urma este foarte mica, transferand foarte putina energie.
Se pune in miscare pendulul excitator care transmite impulsuri
periodice altor pendule prin intermediul tijei de care sunt
suspendate (vezi [4]).

Daca pendulele au lungimi egale cu cea a pendulului
excitator, atunci acestea vor avea amplitudinea maxima.

*Transferul de energie intre doi oscilatori cuplati

Sa consideram doua pendule de aceeasi lungime [ si de
aceeasi masa m, legate printr-un resort sau printr-un cordon
elastic (vezi[5]).

Miscarile fiind influentate reciproc, spunem ca aceste
doua sisteme oscilante sunt cuplate. Daca imprimam unuia
dintre pendule o miscare oscilatorie fata de pozitia de
echilibru, energia miscarii se transmite integral la celalalt
pendul dupa un interval de timp.

Procesul de transfer optim al energiei intre oscilatoare
cuplate, cand frecventa oscilatorului excitator este egala
cu frecventa oscilatorului excitat, se numeste rezonanta.

Un oscilator (oscilatorul excitator) isi pierde treptat
energia, micsorandu-si amplitudinea pana cand ajunge in
repaus, iar celalalt (oscilatorul excitat) preia, tot treptat, ener-
gia cedata de primul, amplitudinea sa de oscilatie devenind
din ce in ce mai mare si atingand valoarea maxima cand pri-
mul ajunge inrepaus. Apoirolurile se schimba, cel de-al doilea
transfera energie primului pendul.

Miscarile ambelor pendule sunt caracterizate de
amplitudini care se modifica ciclic si se amortizeaza datorita
frecarilor. Acest proces reprezinta o oscilatie fortata pentru
oscilatorul excitat, in cazul particular al rezonantei. Cand
cuplajul este mai strans, transferul energetic se face intr-un
timp mai scurt. Pendulul excitator este In avans de faza cu
Ao = 1/2 fata de pendulul rezonator, cum este pendulul excitat
in conditii de rezonanta.
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